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摘 要:针对二阶显式 TVD Ｒunge-Kutta 局部间断 Galerkin 方法求解热传导方程的稳定性问
题，在方程的解是充分光滑的情况下，通过有限元分析的方法，在理论上严格的证明了对于任意非

均匀正则网格和 k次分段多项式间断有限元空间，当 Courant-Friedrichs-Lewy ( CFL) 条件取为 τ≤
λμ － 2h2 时，算法是 L2 稳定的，其中 τ，h分别是时间步长和空间步长，μ，λ是与 h，τ无关的常数。
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Abstract: To analyze the stability of the local discontinuous Garlerkin method for heat equation，where the
time discretization is the explicit TVD Ｒunge-Kutta method. For the sufficiently smooth solution case，when the
finite element space is the k-th order piecewise polynomial space on the regular meshes，we use the finite element
analysis technique to proof the L2-norm stability for hear equation under the CFL condition τ≤λμ － 2h2，where τ，h
are the time step and the length of the element respectively，and μ，λ are constants independent of h，τ.
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0 引 言

间断有限元是一类有限元空间取为间断多项式

空间的有限元方法，具有易于实现 h-p 自适应性和
灵活处理复杂计算区域等优点。该方法由 Ｒeed 和
Hill 于 1973 年在求解稳态的中子运输方程时提

出［1］。上世纪 80 年代末 90 年代初，Cockburn 和
Shu针对非线性发展型双曲守恒律方程提出了 TVD
Ｒunge-Kutta间断有限元方法，详细的讨论了方程组
以及多维问题［2 － 6］。1998 年，根据 Bassi和 Ｒebay对
于粘性 Navier-Storkes 方程成功的计算结果［7］，
Cockburn和 Shu又把这个方法推广到了求解对流扩
散方程，提出了局部间断有限元思想［8］。2002 年，



Yan和 Shu针对含有高阶空间导数的偏微分方程给
出了局部间断有限元算法［9］。更多关于间断有限元
和局部间断有限元的研究现状可以查阅综述性文

献［10 － 15］和专著［16］。注意到，间断有限元法只用于
空间离散，在时间离散方面，对于热传导方程，可以

采用显式的时间离散格式［17］，而高阶问题则需要效

率更高的隐式或半隐式格式［18］。同时，随着问题的
深入，近年来关于间断有限元和局部间断有限元方

法的稳定性问题的研究也逐步展开。2004 年，Zhang
和 Shu 首次给出了非线性双曲守恒律方程的二阶显
式 TVD Ｒunge-Kutta 间断有限元方法的稳定性分
析［19］。2010 年，Zhang 和 Shu 讨论了三阶显式 TVD
Ｒunge-Kutta 间断有限元解线性双曲守恒律方程的
L2 稳定性问题［20］。2015 年，Wang 和 Shu 又讨论了
半隐式的 Ｒunge-Kutta 局部间断有限元解非线性对
流扩散方程时的稳定性问题［21］。由于全离散格式
的复杂性，目前关于稳定性分析的研究成果并不多。
本文考虑求解带有周期边界条件的热传导方程

ut = uxx，( x，t) ∈［0，2π］×［0，T］

u( x，0) = u0 ( x })
( 1)

的二阶显式 TVD Ｒunge-Kutta 局部间断有限元方法
的稳定性问题。主要结构如下: 第 1 节给出二阶显
示 TVD Ｒunge-Kutta局部间断有限元的全离散格式
和一些引理;第 2 节是主要结论的证明; 最后，给出
结论和将来工作的展望。

1 局部间断有限元

1. 1 局部间断有限元算法
在讨论间断有限元方法之前，先将 Ω =［0，2π］

进行网格剖分:

0 = x1 /2 ＜ x1 + 1 /2 ＜… ＜ xN + 1 /2 = 2π
记区间 Ij = ( xj － 1

2
，xj + 1

2
) ，区间长度 hj = xj + 1

2
－ xj － 1

2
，

最大区间长度 h = max
1≤j≤N

hj。设间断有限元空间

Vk
h = { vh∈L2，vh | Ij∈Pk ( Ij ) }

其中: Pk ( Ij ) 表示区间 Ij 上次数不超过 k 次的多项
式空间; Vk

h 中的元素允许在相邻的区间 Ij，Ij + 1交界
处 xj + 1 /2完全间断，所以这里用 p －

j + 1 /2和 p +
j + 1 /2分别表

示 p在点 xj + 1 /2的左右极限。同时记
［p］j + 1 /2 = p +

j + 1 /2 － p －
j + 1 /2

为了构造间断有限元方法，引入新的变量 q，考
虑与方程( 1) 等价的方程组

ut = qx q = ux

对上面的方程组两边同时乘以检验函数 vh，wh∈Vk
h，

并用 uh，qh∈Vk
h 代替真解 u，q，在单元 Ij 上对 x使用

分部积分便得到半离散的局部间断有限元格式: 即

求 uh，qh∈Vk
h，使其满足

( ( uh ) t，vh ) j = q̂hv
－
h | j + 1 /2 － q̂hv

+
h | j － 1 /2 － ( qh，( vh ) x ) j

( qh，wh ) j = ûhw
－
h | j + 1 /2 － ûhw

+
h | j － 1 /2 － ( uh，( wh ) x ) j

其中(·，·) j 表示 Ij 上的 L2 内积，记 ( a，b ) = ∑
N

j = 1

( a，b) j，而这里的 q̂h，̂uh 是交替数值通量，通常有两

种取法:

1) ûh = u －
h ，̂qh = q +

h

2) ûh = u +
h ，̂qh = q －

h

通过选取基函数和小矩阵求逆的过程，可以得到半

离散的常微分方程组

Ut = F( U，t)
此时，只需再使用适当的时间离散，便可以得到方程

( 1) 的数值解。这里的时间离散方法，选为二阶显式
TVD Ｒunge-Kutta法，即

Un，1 = Un + ΔtF( Un )

Un + 1 = 1
2 Un + 1

2 Un，1 + 1
2 ΔtF( U

n，1 )

1. 2 间断有限元空间的性质
首先给出 Ij 上的 l次 Sobolev范数

‖u‖l，Ij = ( ∑0≤α≤l
‖αx u‖

2
Ij )

1 /2

其中‖·‖Ij是 Ij 上标准的 L2 范数。则 Ω 上的分裂
Sobolev空间的范数定义为

‖u‖l = ( ∑
N

j = 1
‖u‖2

l，Ij )
1 /2

为方便起见，当 l = 0 时，我们记‖·‖l 为‖·‖。另
外，在边界上的范数定义为:

‖u‖Γh = ( ∑
N

j = 1
( u －

j + 1 /2 )
2 + ( u +

j － 1 /2 )
2 ) 1 /2

为了方便进一步的讨论，我们给出有限元空间

Vk
h 的两个插值性质。
性质 1［20］ 对任意 vh∈Vk

h，存在与 vh，h 无关的
常数 μi ( i = 1，2) ，使得
( Ⅰ) ‖( vh ) x‖≤μ1h

－ 1‖vh‖
( Ⅱ) ‖vh‖Γh≤μ2h

－ 1 /2‖vh‖
为了 证 明 方 便 和 结 论 简 洁，定 义 常 数 μ =
max μ1，μ{ }2

2 。
下面再给出在证明中非常有用的 DG离散算子

H －
j ( w，v) = ( w，vx ) j － w －

j + 1 /2v
－
j + 1 /2 + w －

j － 1 /2v
+
j － 1 /2

H +
j ( w，v) = ( w，vx ) j － w +

j + 1 /2v
－
j + 1 /2 + w +

j － 1 /2v
+
j － 1 /2

并记 H ± ( w，v) =∑
N

j = 1
H ±

j ( w，v) 。对于算子 H ± ( )·，·，
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在周期边界条件下，可得到如下引理。
引理 1［20］ 在周期边界条件下，DG 离散算子

满足:

H ± ( w，v) = ( w，vx ) +∑
N

j = 1
［v］j + 1 /2w

±
j + 1 /2

H + ( w，v) + H － ( v，w) = 0
最后，我们给出全离散的二阶显式 TVD Ｒunge-

Kutta LDG法的格式:数值通量取做 ûh = u －
h ，̂qh = q +

h

时，假设从 nτ到( n + 1) τ 时刻的数值解为 un
h，u

n，1
h ，

un + 1
h 以及 qn

h，q
n，1
h ，q

n + 1
h ，则在区间 Ij 上，对任意的 vh，

wh∈Vk
h，满足:

( un，1
h ，vh ) j = ( u

n
h，vh ) j － τH

+
j ( q

n
h，vh ) ( 2)

( un + 1
h ，wh ) j =

1
2 ( u

n
h，wh ) j +

1
2 ( u

n，1
h ，wh ) j －

τ
2

H +
j ( q

n，1
h ，wh ) ( 3)
( qn，l

h ，vh ) j = － H －
j ( u

n，l
h ，vh ) ，l = 0，1，2 ( 4)

其中

un，0
h = un

h，u
n，2
h = un + 1

h

qn，0
h = qn

h，q
n，2
h = qn + 1

h

2 全离散格式的稳定性分析

下面，我们将给出全离散格式( 2) ～ ( 4) 的稳定
性分析。
定理 1 假设 uh 是方程 ( 1 ) 的二阶显式 TVD

Ｒunge-Kutta局部间断有限元解。在 Ω =［0，2π］的
任意网格上，当 CFL条件取为 τ≤λμ － 2h2 时，有

‖un + 1
h ‖≤‖un

h‖

其中: μ = max{ μ1，μ
2
2 } ，λ 槡= 6 － 4 2。

证明:根据对称性，我们只考虑数值通量取为

ûh = u －
h ，̂qh = q +

h 的情况。引入记号:
B1 sh = sn，1h － snh，B2 sh = sn + 1h － sn，1h

全离散格式( 2) 、( 3) 对 j求和后得到
( B1uh，vh ) = － τH + ( qn

h，vh ) ( 5)

( B2uh，wh ) = － 1
2 ( B1uh，wh ) －

τ
2 H + ( qn，1

h ，wh )

( 6)
把式( 5) 代入( 6) 中可得

( B2uh，wh ) =
τ
2 H + ( qn

h，vh ) －
τ
2 H + ( qn，1

h ，wh ) =

－ τ
2 H + ( B1qh，vh ) ( 7)

在方程 ( 2 ) 、( 3 ) 中取检验函数 ( vh，wh ) = ( u
n
h，

2un，1
h ) ，两式相加对 j求和并化简得

‖un + 1
h ‖2 － ‖un

h‖
2 = － τH + ( qn

h，u
n
h ) － τH +

( qn，1
h ，u

n，1
h ) +‖un + 1

h － un，1
h ‖

2 = Λ1 + Λ2

首先估计 Λ1。对于 Λ1，注意到由引理 1 和式
( 4) 有

H + ( qn
h，u

n
h ) = － H － ( un

h，q
n
h ) =‖qn

h‖
2

H + ( qn，1
h ，u

n，1
h ) = － H － ( un，1

h ，q
n，1
h ) =‖qn，1

h ‖
2

所以

Λ1 = － τH + ( qn
h，u

n
h ) － τH

+ ( qn，1
h ，u

n，1
h )

= － τ‖qn
h‖

2 － τ‖qn，1
h ‖

2

对于 Λ2。由式( 7) 和引理 1 得
Λ2 =‖B2uh‖

2 =

－ τ
2 H + ( B1qh，B2uh ) =

τ
2 H － ( B2uh，B1qh ) =

τ
2 ( B2uh，( B1 ) +

τ
2 ∑

N

j = 1
( B2uh )

－［B1qh］j + 1 /2

根据柯西不等式和插值性质( Ⅰ) 有
τ
2 ( B2uh，( B1 ) ≤

τ
2 ‖B2uh‖·‖( B1‖

≤ τ
2 μh

－ 1‖B2uh‖·‖B1qh‖

另一方面注意到

∑
N

j = 1
［B1qh］

2
j + 1 /2≤2‖B1qh‖

2
Γh

再根据柯西不等式和插值性质( Ⅱ) 得
τ
2 ∑

N

j = 1
( B2uh )

－［B1qh］j + 1 /2≤

τ
2 ‖B2uh‖Γh·槡2‖B1qh‖Γh≤

槡2 τ
2 μh － 1‖B2uh‖·‖B1qh‖

所以

‖B2u h‖
2≤ 槡3 + 2 2

4 μ2h － 2τ2‖B1qh‖
2≤

槡3 + 2 2
2 μ2h － 2τ2 ( ‖qn

h‖
2 +‖qn，1

h ‖
2 )

最后，综合 Λ1，Λ2 的估计有

‖un + 1
h ‖

2 －‖un
h‖

2≤

( 槡3 + 2 2
2 μ2h － 2τ2 － τ) ( ‖qn，1

h ‖
2 +‖qn

h‖
2 )

所以当 τ≤( 槡6 － 4 2 ) μ － 2h2 时，有
‖un + 1

h ‖≤‖un
h‖

3 结 论

本文证明了在时间和空间步长满足 τ≤ ( 6 －
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槡4 2 ) μ － 2h2 时，二阶显示 TVD Ｒunge-Kutta 局部间断
Galerkin方法是 L2 稳定的。在将来的工作中，我们
会讨论隐式或半隐式的时间离散方法结合局部间断

有限元法的稳定性分析。
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